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多变量微积分笔记19——直角坐标系和柱坐标系下的三重积

分

三重积分
　　三重积分由平面转到了空间，但本质上与二重积分一致。f(x,y,z)是空间

函数，对应的三重积分是：

 

　　其中R区域是f在定义域范围内的图形的体积，dv是体积积元。在二重

积分中，面积积元dA = dydx，三重积分的体积积元dv = dzdydx。

　　考虑计算两个曲面z = x2 + y2 和z = 4 – x2 – y2 围成的图形的体积。

注意这里没有给出被积函数，两个曲面表示了积分域。

　　用三重积分表示所求体积，并用z作为最内层积分：

 

　　上式处理了z轴，剩下的是dydx，这就和二重积分一样了。现在需要关

注的是所求曲面在xy轴上的投影，找出投影的边界值。

　　从两个曲面的方程可知，投影是圆，x和y的取值范围就是圆内的所有

点，问题是如何求得圆的方程？

　　还是从所求曲面的图形入手，在这个曲面中z的范围已知，就是z轴的积
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　　这就是x,y的取值范围，也就是半径为sqrt(2)的圆内的所有点。用二重

积分表示圆的面积：

 

　　将Area和并到三重积分中：

 

　　实际上对dz的积分是曲面的高度，dydx是面积，三重积分可以看做二

者的乘法。

　　计算过程和二重积分类似，由内而外逐一计算：

 

柱坐标系
　　继续计算上一节的三重积分将得到复杂的式子，更好的方法是使用极坐

标。首先保持dz不变，将dydx替换成极坐标（可参考《多变量微积分笔记9

——极坐标下的二重积分》）：
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　　这种更简单的方法就称为柱坐标法。柱坐标的基本思想是在空间中建立

一个点，用极坐标代替它的xy坐标，(r, θ, z)代替(x, y, z)，如下图所示：

　　在柱坐标系中，积分将转换成：

综合示例
示例1

　　计算单位球和z > 1 – y所围的曲面的体积。

　　将上图转换为“简笔画”——转换为平面坐标系：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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yz坐标系

　　容易得到z的积分域：

 

　　现在的问题是xy轴的投影是什么，即xy的积分域是多少？

　　由z的积分域可以得到不等式方程：

 

　　已知0 < y < 1，所以：

 

示例2

　　计算z = x2 + y2 和z = 2y所围的曲面的体积。

　　Z的积分域：
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　　可见xy轴的投影是圆。由此可以使用柱坐标系：

　　xy转换为极坐标后，0 ≤ θ ≤ π，rmin = 0，rmax是r关于θ的函数。

　　关于三角函数的积分计算可参考《数学笔记20——三角替换1（sin和

cos）》

 

 

作者：我是8位的
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最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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